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Mở đầu

1. Lý do chọn đề tài

Metric Kobayashi trên một miền Ω trong Cn tại điểm p ∈ Ω theo hướng

ξ ∈ TpΩ được định nghĩa bởi:

F (p, ξ) = inf {α > 0 | ∃Φ ∈ Hol(D,Ω) : Φ(0) = p,Φ′(0) = ξ/α} ,

trong đó Hol(D,Ω) là ký hiệu họ các ánh xạ chỉnh hình từ đĩa đơn vị D

trong C vào Ω. Metric Kobayashi là metric lớn nhất trong các metric bất

biến song chỉnh hình G mà thỏa mãn các tính chất:

i) GD : D × C → R+ ∪ {0} trùng với metric Poincare trên đĩa đơn vị

trong C
ii) G có tính chất giảm qua các ánh xạ chỉnh hình, tức là nếu Φ : Ω→ Ω̃

là ánh xạ chỉnh hình và p ∈ Ω, ξ ∈ TpΩ thì

GΩ(p, ξ) ≥ GΩ̃(Φ(p),Φ∗(p)ξ).

Trong những năm gần đây, việc tìm hiểu ước lượng của metric Kobayashi

đã được nhiều nhà toán học như I. Graham, D.Catlin, S.G.Krantz, Lina

Lee, S.Fu, Peter Pflug,. . . quan tâm nghiên cứu, các tác giả đã đưa ra nhiều

kết quả về ước lượng cho metric Kobayashi trên các miền trong Cn và sử

dụng các ước lượng này để nghiên cứu bài toán ánh xạ.

Với lý do này, em đã lựa chọn đề tài nghiên cứu " Ước lượng metric Kob

trên các miền trong Cn " làm luận văn tốt nghiệp. Đề tài có ý nghĩa thời

sự, đã và đang được các nhà toán học quan tâm, nghiên cứu.

2. Mục đích nghiên cứu

Mục đích của luận văn là nghiên cứu, tìm hiểu và trình bày lại một số kết

quả về ước lượng của metric Kobayashi trên các miền bị chặn trơn, miền lồi

và miền giả lồi loại hữu hạn trong Cn.
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3. Nhiệm vụ nghiên cứu

Hệ thống lại các kết quả và trình bày tổng quan về ước lượng của metric

Kobayashi trên các miền trong Cn.

4. Phương pháp nghiên cứu

Sử dụng kết hợp các phương pháp phân tích và tổng hợp lý thuyết, phương

pháp phân loại và hệ thống hóa lý thuyết.

5. Bố cục của luận văn

Luận văn được viết chủ yếu dựa trên các tài liệu [3], [4], [5], [6, [7] gồm

36 trang trong đó có phần mở đầu, 2 chương nội dung, phần kết luận và tài

liệu tham khảo. Cụ thể là:

- Chương 1: Trình bày các kết quả về ước lượng metric Kobayashi trên

các miền trong Cn, phần đầu của chương trình bày về ước lượng metric

Kobayashi trên một miền trong C\{ 0, 1}, phần tiếp theo là ước lượng

metric Kobayashi trên một miền trong C2, phần cuối của chương trình

bày các kết quả trên một miền bị chặn trơn trong Cn.

- Chương 2: Trình bày các khái niệm về hàm đa điều hòa, hàm đa điều

hòa dưới, và một số kết quả của metric đa điều hòa dưới (metric Sybony)

và sử dụng metric này để ước lượng metric Kobayashi trên các miền lồi

và giả lồi loại hữu hạn trong Cn.

- Cuối cùng là phần kết luận trình bày tóm tắt các kết quả đạt được và

danh mục tài liệu tham khảo.

Luận văn được hoàn thành dưới sự hướng dẫn khoa học của TS Trần Huệ

Minh, do thời gian nghiên cứu không có nhiều và kiến thức của em còn hạn

chế nên bản luận văn của em không tránh khỏi khiếm khuyết, em rất mong

nhận được những góp ý của Thầy Cô và bạn đọc để bản luận văn được hoàn

chỉnh hơn.

Em xin chân thành cảm ơn !
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Chương 1

Uớc lượng metric Kobayashi trên

các miền trong Cn.

1.1. Ước lượng metric Kobayashi trên miền Ω = C\ {0, 1} .

Giả sử Ω là một miền trong Cn, P ∈ Ω và ξ ∈ Cn, ta kí hiệu Hol(P, ξ) là

họ các ánh xạ chỉnh hình Φ từ đĩa đơn vị ∆ ⊂ C vào Ω sao cho Φ(0) = P

và Φ′(0) = ξ. Khi đó độ dài Kobayashi của ξ tại điểm P được định nghĩa

bởi

FΩ
K (P, ξ) ≡ inf {α : α > 0,∃Φ ∈ Hol(P, ξ) ,Φ′(0) =

ξ

α
}.

Trong phần này, ta trình bày ước lượng metric Kobayashi tại các điểm

biên trên miền ∆\{0} và C\ {0, 1} , ở đây ∆ là kí hiệu của đĩa đơn vị trong

C, ∆ = {z ∈ C ||z| < 1} .
Bổ đề 1.1.1. [5] Giả sử Ω là một miền liên thông trong C có không gian

phủ là nửa phẳng H. Lấy q ∈ H và m : H → ∆ là ánh xạ song chỉnh hình

sao cho m(q) = 0. Lấy P ∈ Ω, ξ ∈ Cn và π : H → Ω mà π(q) = P.

Khi đó

FΩ
K (P, ξ) =

|m′ (q)|
|π′ (q)|

‖ξ‖ .

Chứng minh

Lấy f là một hàm phù hợp với metric Kobayashi tại điểm P và f ′(0) là

bội của ξ. Vì đĩa đơn vị là liên thông nên tồn tại ánh xạ nâng duy nhất

f̃ : ∆→ H sao cho f̃(0) = q làm giao hoán biểu đồ sau
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Lấy π−1 là nghịch đảo địa phương trong một lân cận của p. Vìm◦f̃(0) = 0

và f̃ = π−1 ◦ f, từ bổ đề Schwarz ta có∣∣∣m′ (q) · (π−1
)′

(P ) · f ′ (0)
∣∣∣ ≤ 1,

suy ra
1

|f ′ (0)|
≥ |m

′ (q)|
|π′ (q)|

.

Ước lượng này đạt được với bất kì hàm f và ánh xạ π ◦m−1 cùng là hàm

phù hợp với metric Kobayashi nên ta có điều phải chứng minh. �
Sử dụng bổ đề trên, ta ước lượng được metric Kobayashi tại các điểm

biên trên miền ∆\{0} và C\ {0, 1} .
Ta có mệnh đề sau

Mệnh đề 1.1.2. [5] Lấy p là một điểm thuộc ∆\{0} sao cho dist (p,0) = δ

và lấy ξ = 1. Với bất kì δ > 0, ta có

F
∆\{0}
K (p, ξ) =

1

2δlog 1
δ

.

Chứng minh

Xét ánh xạ từ ∆\{ 0} vào ∆\{ 0} xác định bởi z 7→ zeiθ. Ta chỉ cần

chứng minh mệnh đề trên trong trường hợp p = 0.

Lấy Hleft là nửa phẳng {Re(z) < 0} ⊂ C. Ánh xạ phủ được xác định bởi

π : Hleft → ∆\{0}, z 7→ ez. Lấy q = logδ, khi đó m : Hleft → ∆ được xác

định bởi

m(z) :=
z − log δ

z + log δ
, với m′(q) =

1

2 log δ
.

Từ bổ đề 1.1.1, ta có

F
∆\{0}
K (δ, 1) =

1

2δ|logδ|
=

1

2δlog(1/δ)
. �

Để ước lượng metric Kobayashi cho miền Ω = C\{ 0, 1} ta phải xét hàm

modular elliptic như ánh xạ phủ từ nửa phẳng tới Ω và ước lượng đạo hàm

của nó. Hàm modular elliptic được xác định bởi

λ(τ) =

∞∑
n=−∞

[
1

cos2(π(n− 1
2)τ)
− 1

sin2(π(n− 1
2)τ)

]
∞∑

n=−∞

[
1

cos2(πnτ) −
1

sin2(π(n− 1
2)τ)

] =:
N(τ)

D(τ)
.

Ta xét bổ đề sau
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Bổ đề 1.1.3 [5] Khi Im(τ)→∞, đạo hàm của N(τ) là bị chặn đều bởi

một hằng số: ∣∣∣∣ ddτ D(τ)

∣∣∣∣ < C (1.1)

với C > 0 và các đạo hàm của N(τ) thỏa mãn∣∣∣∣ ddτ N(τ)

∣∣∣∣ . ∣∣eiπτ ∣∣ = e−π Im(τ). (1.2)

Chứng minh

Với z = x+ iy, ta có :

sin(z) =
1

2i

(
ei(x+iy) − ei(x+iy)

)
=

1

2i
(eixe−y − e−ixey).

Do vậy, với |y| > 1

2
ln 2, ta có

1

4
e|y| < |sinz| < e|y|. (1.3)

Tương tự, ta có

1

4
e|y| < |cosz| < e|y|. (1.4)

Sử dụng (1.3) và (1.4), các đạo hàm của các phần tử cosin của D(τ) ngoại

trừ phần tử ứng với n = 0, được ước lượng bởi∣∣∣∣ ddτ 1

cos2 (πnτ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2πn sin(πnτ)

cos3(πnτ)

∣∣∣∣ . |n|
e2π|n| Im(τ)

, (1.5)

khi Im(τ)→∞.
Tương tự, ta có∣∣∣∣∣ ddτ 1

sin2
(
π(n− 1

2)τ
)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣2π
(
n− 1

2

)
cos
(
π
(
n− 1

2

)
τ
)

sin3
(
π
(
n− 1

2

)
τ
) ∣∣∣∣∣ .

∣∣n− 1
2

∣∣
e2π|n− 1

2 |Im (τ)
,

(1.6)

và∣∣∣∣∣ ddτ 1

cos2
(
π(n− 1

2)τ
)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣2π
(
n− 1

2

)
sin
(
π
(
n− 1

2

)
τ
)

cos3
(
π
(
n− 1

2

)
τ
) ∣∣∣∣∣ .

∣∣n− 1
2

∣∣
e2π|n− 1

2 |Im (τ)
,

(1.7)


